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Résumé - Dans ce article on se propose de déterminer la dynamique de l’eau dans un sol non saturée
à l’aide de deux méthodes différentes. La première méthode est conduite à l’aide de la résolution de
l’équation d’infiltration transitoire fortement non linéaire et faisant appel à la méthode des différences
finies sous des conditions bien définies. La seconde méthode suppose le sol comme étant constitué
d’un ensemble de réservoirs successivement répartis en cascade et de caractéristiques connues. Les
résultats obtenus à l’aide de cette nouvelle méthode, en terme du stock d’eau, montrent la bonne
concordance avec ceux obtenus par le modèle de Richards et ce pour plusieurs types de sols. Enfin,
on étudie la sensibilité du modèle proposé en faisant varier la hauteur des réservoirs, le débit d’ar-
rosage et les caractéristiques hydrodynamiques des sols. Une dernière tentative de comparaison avec
les résultats expérimentaux in situ réalisés dans le centre des techniques et de pilotage d’irrigation de
Saada est conduite avec succès.

Mots clés : Modélisation, identification, bilan hydrique, réservoirs, simulation numérique, sensibilité.

1 Introduction

Au cours des dernières décennies, l’intensification des activités agricoles et l’utilisation féroce
des fertilisants entrâıne la surexploitation et la dégradation des ressources en eau. En fait, l’irri-
gation et la fertigation appliquées à des taux supérieurs au besoin des plantes et à des dates non
convenables, peuvent être transportés vers la nappe phréatique. Ainsi, le suivie de l’évolution du
stock hydrique dans la zone radiculaire reste un facteur très important non seulement pour la
protection de la nappe, mais aussi pour la croissance des plantes et la bonne gestion de l’irriga-
tion. Cet important volet de recherche scientifique a reçu une attention particulière justifiée par
les différentes applications incluant notamment la gestion des nappes phréatiques, le transfert
d’eau et de soluté en milieu agricole, etc... Pour cette dernière application, notre but est focalisé
essentiellement sur l’optimisation des doses et des fréquences des irrigations. Généralement, ces
écoulements sont régis par une équation aux dérivées partielles de type parabolique fortement
non linéaire. A ce propos, les travaux expérimentaux permettent d’apporter une très grande
précision sur le mouvement d’eau mais ils restent limités en raison de la complexité de leur
réalisation marquée par un coût très élevé. La voie analytique représente l’un des moyens le plus
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efficace pour la prédiction de ces mouvements. Cependant, elle reste très loin d’être utilisée en
raison des conditions très particulières imposées sur l’écoulement et qui s’écartent très visible-
ment de la réalité. En guise de ces travaux, les essais numériques semblent les plus appropriés
en raison du temps record d’obtention des solutions et de leur approche très visible de la réalité
de l’écoulement. A ce propos, les travaux réalisés montrent que les résultats de la simulation
numérique du problème étudié dépendent de la façon de calculer, à chaque pas de temps, les
paramètres non linéaires aux différents nœuds du domaine. Ainsi, le choix d’une méthode fiable
qui engendre le moins possible de perturbations numériques est indispensable lorsqu’on introduit
les effets des paramètres non linéaires intervenant dans l’écoulement. L’existence de ces pertur-
bations engendrerait donc de fausses informations sur le phénomène physique étudié pouvant
même affecter le comportement global de la solution.

En raison du caractère fortement non linéaire des régions insaturées limitant celles qui sont
entièrement saturées et de la non conservation de la masse pour les équations de pression basées
sur les différences finies et sur les éléments finis, la convergence et la stabilité continuent d’être
le souci, Hornberger et al. (1969[13]). Récemment, la méthode mixte de l’équation de Richards
utilisant les itérations de Picards modifiées et la résolution par pré condition conjugale du
gradient ont apporté beaucoup d’améliorations pour estimer les fronts d’humidité descendant,
Bouloutas (1989[4]).

A la lumière de cette large disponibilité des méthodes de résolution de l’équation d’infiltration, il
semble que les problèmes de stabilité et de convergence demeurent présents. L’objectif principal
de cette étude est de présenter une nouvelle méthode d’estimation du stock d’eau dans le sol.
Dans cette approche, le sol est supposé comme un ensemble de réservoirs successivement répartis
en cascade. Par la suite, on se propose de comparer les performances de ce modèle par rapport
à celles de l’équation de Richards résolue à l’aide de la méthode de bilan local, Haverkamp et
al. (1983[11]). Cette démarche permettra d’apporter une correction sur l’estimation des réserves
utiles dans le sol d’une part et de calculer une loi de commande du débit appliqué à la surface
du sol pour maintenir ou ramener son stock d’eau à une valeur désirée (humidité à la capacité
au champ et au point de flétrissement). Pour s’assurer de la fiabilité du modèle proposé, nous
l’avons testé sur trois types de sol ayant des caractéristiques hydrodynamiques très variées.

1.1 Présentation du modèle réservoirs

Le but d’introduire cette approche est de pouvoir simuler l’évolution spacieux- temporelle du
stock d’eau dans le sol sans passer par la résolution de l’équation de Richards. Ainsi, l’utilisa-
tion simplifiée de ce modèle permettra de contrôler le stock hydrique du sol sous la présence
d’une culture donnée afin d’arriver à l’optimisation les apports d’eau et de dresser un calendrier
d’irrigation. Le modèle, considère le sol comme étant une succession de réservoirs disposés en
cascades [3]. Après avoir divisé la colonne de sol en plusieurs tranches (figure 1), on procède au
calcul du stock au moyen d’un système d’équations linéaires.

Pour cette nouvelle formulation, le ième tranche du sol est caractérisé par les coefficients : Si0,
le stock d’eau minimum qu’il doit contenir avant de communiquer avec le suivant. A noter que
le temps (ti) pour lequel S(t)= Si0 représente celui de la rétention de la ième tranche du sol.
Le modèle découpe l’évolution du stock d’eau dans chaque réservoir en 3 phases : la première
phase le stock d’eau égale le stock initiale du réservoir (ie : l’eau n’est pas encore arrivée à cette
section), la deuxième est un intégrateur de première ordre qui explique le remplissage linéaire
du réservoir durant le temps de rétention, la troisième est un intégrateur de deuxième ordre qui
traduit le remplissage d’un réservoir en communiquant avec le suivant [19](figure 2).

(L,qe, Si , Si0 , qi et qi−1 sont respectivement la profondeur de la colonne du sol considéré, le
débit appliqué à la surface du colonne, le stock d’eau à l’instant t dans le ième réservoir, le stock
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Fig. 1 – Modèle Réservoirs

Fig. 2 – Découpage de la série temporelle de la variation du stock d’eau en 3 phases successive
d’écoulement.
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minimal que doit atteindre le réservoir (i) avant de verser dans le (i+1)ème réservoir, le débit à
la sortie et à l’entrée du ième réservoir).

1.2 Mise en équation d’une colonne de sol :approche par réservoirs

La variation temporelle du stock d’eau dans le ième réservoir n’est autre que le bilan massique
suivant :

dS(t)
dt

= qi−1(t)− qi(t) (1)

Cette équation exprime la différence entre le débit à travers la surface supérieure et celui sortant
à travers la surface inférieure de la tranche du sol sous l’effet de la gravité.

L’ensemble des équations exprimant la dynamique de l’eau dans le sol est donné par l’intégration
de l’équation 1, en considérant que, pendant la phase 1 (t < ti−1) l’eau n’est pas encoure arrivé
à humidifie la ième tranche du sol et le stock d’eau est égale le stock initiale Sinit

i . Entre les
instants ti−1 et ti, la ième tranche n’est en interaction qu’avec la (i-1)ème tranche, ainsi le débit
(qi) à la sortie de cette tranche est nul et le comportement dynamique est réduit à un système
intégrateur de première ordre. Au delà de l’instant de rétention ti la tranche continu à remplir en
communicant avec la tranche suivante, le système se comporte à un intégrateur de 2ème ordre.
En utilisant la transformé de Laplace les équations dynamique du modèle deviennent :


t ≤ ti−1 Si(p) = Sinit

i

p

ti−1 ≤ t ≤ ti Si(p) = Sinit
i

p + Qi−1(p)
p e−ti−1p

t ≥ ti Si(p) = Si0
p + KiQi−1(p)

1+τip
e−tip

(2)

2 Identification des paramètres du modèle réservoirs

vu l’importance de l’identification pour la détermination des modèles des processus, on s’intéresse
dans cette partie d’étude à estimer les paramètres (le gain statique k, la constante du temps τ et le
temps de rétention) du modèle Réservoirs, on utilisant la méthode présentée dans la figure 3. Elle
permet de calculer les paramètres en cherchant à minimiser un critère quadratique J représentant
l’écart entre la sortie du modèle Richards (Y s) et la sortie du modèle Réservoirs(YM ) qui peut
se mettre sous la forme :

J(Θ) =
N∑

k=1

e2(k) = (YS −MΘ)T (YS −MΘ) (3)

où e :est le vecteur des erreurs d’observation, YS le vecteur d’observation, M matrice constituée
par les vecteurs des entrées- sorties calculées par le modèle Richards, Θ vecteur des paramètres
à identifier, N horizon d’observation et k l’indice d’échantillon.
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Fig. 3 – Sschéma d’identification par la méthode de moindre carré récursive

3 Résultats et discutions

3.1 Cas d’un débit constant

Sur la figure 4, on représente pour différents types du sol et avec un débit d’arrosage constant
(qe = 4L/h) les variations du stock d’eau dans les trois tranches (H=30cm) obtenues en appli-
quant les modèles de Réservoir (MRé) et de Richards (MRi). En fait, pour MRi, le stock d’eau
est calculé en intégrant la fonction θ(z, t) entre les côtes délimitant ces tranches. Pour MRé, on
remarque qu’initialement la première tranche située entre (z=0 et 30cm) se comportent comme
un système intégrateur (c’est à dire que toute quantité d’eau provenant de la surface supérieure
de la tranche s’accumule) et ce pour les différents types de sols étudiés. Ce comportement per-
siste durant le temps de rétention (tre=5h et tre=2h) caractérisant respectivement les sols MC4
et DIERI. A noter que les valeurs du stock d’eau à ces instants sont respectivement S10=8.8 et
4.2 cm3. A partir de ce moment, la première tranche continue à se saturer tout en versant dans
la deuxième. Ainsi, la première tranche se comporte comme un système de 1er ordre cependant,
l’écoulement dans la 2ème tranche est traduit par l’introduction d’un terme exponentiel comme
l’indique l’équation 2. Concernant, la comparaison des résultats entre les deux modèles, on note
la bonne concordance surtout lors de l’établissement du régime permanent. Pour les premiers
instants, les différences observées surtout pour la première tranche restent de l’ordre de 2%.
Cette différence diminue pour les sols moins sableux.

Fig. 4 – évolution temporelle du stock d’eau (S) pour les trois couches du sol MC4 et DIERI par les deux
approches (Réservoir et Richards).
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3.2 Cas d’un débit variable

Afin de tester les performances du modèle, on applique à la surface de la colonne du sol un
débit variable dans le temps (figure 5) . Le résultat trouvé montre que le modèle réservoirs suit
l’évolution temporelle simulé par le modèle richards (figure 6). Globalement les résultats trouvés
montrent que le modèle réservoirs donne des résultats satisfaisant en comparaison avec le modèle
Richards. Quelques petites différence ont été signalées au départ du processus ou le stock calculé
par le modèle Réservoirs est en retard par rapport au celui de Richards. Ceci peut être justifié
par la nature de l’écoulement basé sur la remonté capillaire permettant aux pores de se remplir
une fois que sa pression dépasse la valeur de seuil. De plus, le débit est relativement important
par rapport à la conductivité hydraulique du milieu.

Une fois le temps dépasse 5h et lorsque le régime permanent commence à s’établir, les différences
sont complètement disparues. Ainsi le temps de réponse du modèle est pratiquement nul.

Fig. 5 – Evolution du débit appliqué.

Fig. 6 – Evolution du stock d’eau par les deux approches : Réservoirs et Richards à la surface du colonne
du sol SAADA.

4 Partie commande

La plupart des techniques de synthèse des systèmes de commande son basées sur la connais-
sance du processus à commander et de son environnement. Or les phénomènes mis en cause sont
généralement trop complexes pour que l’on puisse établir rigoureusement un modèle mathématique
de leur comportement. Dans le domaine de la commande des processus physiques, l’objectif est
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de déterminer le régulateur assurant au procédé régulé des performances désirées (ie : un réserve
d’eau qui satisfait les besoins en eau des cultures sans gaspillage d’eau c’est- à dire de maintenir
un stock maximal au voisinage de la réserve utile pratique S(désiré)∼RUP). Pour cela, nous
somme tenus d’élaborer des lois de commande garantissant au système en boucle fermée les
performances souhaitées. Dans cette section nous présentons les techniques de la commande uti-
lisées. Dans un premier temps, on étudie le régulateur PID(Proportionnelle, Intégrale, Dérivée)
et dans une seconde étape, on développe la formulation de l’algorithme de la commande adap-
tative.

4.1 Formulation mathématique et principe de calcul :

4.1.1 Les régulateurs P.I.D.

Les méthodes de synthèse paramétrique de La régulateur P.I.D. (Proportionnelle + Intégrale +
Dérivée) régulateurs est basées sur la connaissance de la fonction de transfert du procédé (tranche
du sol) [2]. D’autre méthodes sont basées sur les caractéristiques fréquentielles ou temporelles
(modèles non-paramétriques) des procédés. Cependant l’action proportionnelle consiste à générer
une action variant proportionnellement au signal d’erreur. Par contre l’objectif du contrôle par
feed-back est d’annuler la différence entre la mesure et la consigne.

q(t) = qoff + KC(S(
C
t)− S(t)) (4)

où : q(t) : le débit à la surface supérieure de la tranche du sol, qoff : la valeur d’offset, Kc : le
gain du contrôleur, Sc(t) : le stock d’eau désiré dans le sol, S(t) : le stock d’eau réel du sol.

La valeur de qoff peut être ajustée du fait que lorsque S=SC(q=qoff ), elle correspond à la
valeur nominale de l’action autour du point de fonctionnement. Après un changement de point de
consigne ou une variation de charge, le régulateur proportionnel (P) devient incapable d’éliminer
les erreurs enregistrées en régime permanent. En pratique, on peut éventuellement envisager
une correction de cette erreur en portant manuellement qoff à q’off , un nouveau point de
fonctionnement est alors obtenu. Cependant, il est beaucoup plus simple d’utiliser un correcteur
avec une action intégrale permettant automatiquement de ramener qoff à q’off . A cause de
cette limitation, le contrôleur proportionnel ne s’emploie que rarement surtout dans le cas où
un offset peut être toléré. Dans ces conditions, la sortie du régulateur est de la forme :

q = qoff +
1
T

i

t∫
0

ε(τ)dτ (5)

où Ti est la constante intégrale de temps. L’ajustement de ce paramètre permet alors de doser
l’effet de l’intégrale. Il représente aussi le temps nécessaire pour que la variation de la sortie
du contrôleur soit égale à celle de l’amplitude d’une variation en échelon à l’entrée du même
régulateur.

En combinant le régulateur P et le correcteur I, la sortie est donnée par :

q = qoff + K
c
((ε(t) +

1
T

i

t∫
0

ε(τ)dτ) (6)
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et la fonction de transfert du (PI) est obtenue à l’aide de la transformée de Laplace par :

FT (p) =
S(p)
Q(p)

= K(
c
1 +

1
T p

i

) (7)

où S(p) et Q(p) sont respectivement le stock d’eau dans le sol et le débit d’eau à la surface en
écriture Laplacienne.

Dans le cas échantillonné, le régulateur numérique ainsi défini permet de réaliser des opérations
comme l’addition, la multiplication, la mémorisation et le décalage. Pour la discrétisation du
régulateur (PI), on approche p (l’opérateur de dérivation) par 1 − q−1. Sous ces hypothèses,
l’expression du débit est donnée Par :

q(t) = q (t− 1) + Kc(1 +
T

T
i

)ε (t)−Kc ε (t− 1) (8)

4.1.2 Calcul des paramètres du régulateur

Rappelons que le rôle d’un régulateur est de maintenir une grandeur donnée à une valeur de
consigne. L’idéal est d’avoir un stock d’eau exactement égal à celui désiré. Malheureusement,
ceci n’est pas toujours possible. En boucle fermée, la variable contrôlée doit suivre la consigne
avec une certaine dynamique. Par ailleur en régime permanent, la grandeur régulée s’écarte de
la valeur souhaitée. C’est le comportement en régulation. Au moyen du choix des coefficients du
régulateur, il est possible d’obtenir un comportement désiré en boucle fermée caractérisant les
performances du système de régulation.

Dans un grand nombre de procédés, la réponse présente un certain retard (τ), (cas des systèmes
apériodiques avec retard), la première solution consiste donc à tracer la tangente à la courbe en
son point d’inflexion, puis de mesurer les paramètres Θ et τ .

En se référant aux travaux de Flavio et Aguilar (1995[10]), Ziegler et Nichols ont été les premiers
à montrer comment on pouvait choisir les paramètres du (PI) à partir d’une réponse à un échelon
du procédé. L’idée consiste à approcher la réponse du procédé à un échelon unitaire, que l’on
suppose apériodique par l’expression suivante :

G (p) =
Ke−Θp

1 + τp
(9)

En suite, Brôıda a proposé une approche permettant de calculer la constante de temps et le
retard par les expressions suivantes :

τ = 2.8t1 − 1.8t2
Θ = 5.5(t2 − t1)

(10)

4.1.3 Résultats et discussions

Dans cette section de résultats, on présente l’évolution du stock d’eau s(t) de la première tranche
du sol de profondeur 30 cm. Considérée comme étant le premier réservoir, ses caractéristiques
sont : le gain statique de valeur 0.42 et la constante de temps de 1.2h. Dans un second temps,
on a calculé les paramètres de synthèse du régulateur à partir de l’équation 10 le coefficient de
proportionnalité Kcet le temps d’intégration Ti sont égales respectivement 5 et 6.2h.
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Actes du Séminaire ”Modernisation de l’Agriculture Irriguée” 9

Fig. 7 – Variation du stock d’eau (a) et loi de la commande (b) pour une consigne constant.

Dans un premier temps, on désire maintenir le stock d’eau de cette tranche de sol à une valeur
de 4cm3 pendant une phase d’irrigation de durée 25 h. A noter que dans ces conditions, on a
imposé une contrainte à l’entrée du sol ne fournissant qu’un débit inférieur ou égal à 0.6 cm3/h.
Selon les résultats de la figure 7a, on note que S(t) suit la consigne désirée surtout lorsque le
régime permanent est atteint (t > 10h). Dans la phase transitoire (0 < t < 10h), on remarque
que le stock d’eau calculé dans cette tranche dépasse la valeur de la consigne désirée. Ceci peut
être justifié par l’effet des paramètres du régulateur et le type de régulateur choisie. De plus, le
sol est encore relativement sec, ce qui impose une demande important d’eau par les zones les plus
profondes. Pour confirmer ces différentes constatations, les résultats de la figure 7b montrent les
fluctuations du débit d’eau à l’entrée du sol. Elles sont marquées par une augmentation rapide
permettant le remplissage de cette tranche. Après, on assiste à une phase d’écoulement où le
débit d’eau est à sa valeur maximale. Une fois que toutes les demandes d’eau sont satisfaites, un
rabattement de la valeur du débit a été signalé. Lorsque le régime permanent est atteint, le débit
appliqué se maintient alors à une valeur fixe. Ceci a permis de confirmer que la commande utilisée
répond aux différentes contraintes imposées traduite par une meilleure régulation à l’entrée.

Pour tester la fiabilité du modèle proposé, on a appliqué la même loi de commande pour pouvoir
suivre deux valeurs différentes de la consigne. La première est de 2 cm3 étendue jusqu’à l’instant
t=6 h. La seconde entre l’instant t=6 h et t=16 h est de 6 cm3. Le but essentiel est de voir jusqu’à
quelle limite cette commande s’adapte aux différentes situations comme une pluie soudaine ou
une évaporation très intensive nécessitant ainsi soit une faible ou une forte demande d’eau donc
un débit bien défini. Ainsi, les résultats de la figure ??a, montrent que le stock d’eau calculé suit
bien la consigne souhaitée. A noter que dans ce cas, la vanne est régulée pour ne pas dépasser 0.6
cm3/h. Ainsi selon les résultats de la figure 8b, la variation de q(t) montre le travail fournit par
le régulateur pour répondre aux différentes exigences imposées par la consigne. Ce qui renforce
davantage la bonne utilisation du présent modèle.

4.2 Formulation de l’algorithme de commande predictive

La philosophie de la commande prédictive généralisée se base sur quatre grandes idées :

création d’un effet anticipatif par exploitation de la trajectoire à suivre dans le futur, définition

d’un modèle numérique de prédiction, minimisation d’un critère quadratique à horizon fini,
principe de l’horizon fuyant [6], [7], [8].

Le modèle numérique de prédiction est classiquement défini par fonction de transfert entrée/sortie.
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Fig. 8 – Variation du stock d’eau (a) et loi de la commande (b) pour une consigne variable

Le modèle est représenté sous forme CARIMA (Controlled AutoRégressive Integrated Moving
Average).

A(q−1)y(t) = q−dB(q−1)u(t) + C(q−1)
e(t)
∆

(11)

∆ = 1 − q−1, u(t)ety(t) sont respectivement l’entrée et la sortie du modèle, e(t) est un bruit
blanc centré, q−1 est l’opérateur retard et A(q−1), B(q−1) et C(q−1) sont des polynômes définis
par

A(q−1) = 1 + a1q
−1 + a2q

−2 + ........... + anaq
−na

B(q−1) = b0 + b1q
−1 + b2q

−2 + ........... + bnbq
−nb

C(q−1) = 1
(12)

la commande GPC consiste à appliquer une séquence de commande minimisant la fonction
coût définie par :

J(N1, N2, Nu) = E


N2∑

j=N1

δ(j) [y(t + j/t)− w(t + j)]2 +
Nu∑
j=1

λ(j) [∆u(t + j − 1)]2

 (13)

où E représente l’espérance mathématique, y(t + j/t) la prédiction optimale à j-pas de la sortie
du système. N1, N2 et Nu sont l’horizon initial, de prédiction et de commande respectivement.
Les séquences δ(j) et λ(j) sont les séquences de pénalisation et w(t+j) la trajectoire de référence
future. Dans la formulation générale δ(j)est prise égale à 1 et la séquence λ(j) est constante [18].

Afin de minimiser la fonction coût (II-10), on considère l’équation diophantine suivante :

1 = Ej(q−1)∆A(q−1) + q−jFj(q−1)
1 = Ej(q−1)Ã(q−1) + q−jFj(q−1)

(14)

où les polynômes Ej et Fj ayant respectivement les degrés j-1 et na. Considérant l’équation
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(II-11) et si l’équation (II-8) est multipliée par q−jFj(q−1) on obtient :

y(t + j) = Fjy(t) + EjB(q−1)∆u(t + j − d− 1) + Eje(t + j) (15)

avec : Gj(q−1) = Ej(q−1)B(q−1)

la présentation polynomial de la séquence de prédictions optimales à j-pas s’écrire comme :

Y = GU + Fy(t) + G′∆u(t− 1) (16)

Y =

 ŷ(t + N1)
ŷ(t + N1 + 1)

ŷ(t + N2)

 U =

 ∆u(t)
∆u(t + 1)

∆u(t + N2 −N1)



G =


gN1−d−1 ... g0 0 ... ... 0
gN1−d−1 ... g1 g0 0 ... 0

... ... ... .... .... .... ...

... ... .... .... .... .... 0
gN2−d−1 gN2−d−2 .... .... ... gN2−Nu

gN2−Nu−1



5 Validation et expérimentation du modèle réservoirs

Pour valider davantage notre modèle, des tests de comparaison ont été effectués en faisant appel à
des résultats expérimentaux (figure 8) réalisés à laide d’un station météorologique et une série des
TDR installées dans des profondeurs différentes. Cette étude effectuée dans le domaine R3 sidi
Rahale Marrakech, doté d’un sol limon argileux, caractérisé par une conductivité de saturation
kS = 1.6cm/h et de humidité de saturation θS=0.45. Globalement, les résultats montrent les
mêmes tendances justifiées par des valeurs égales en termes des stocks initiaux Sio et au régime
permanent Ssat. De plus, on note les mêmes caractéristiques concernant le temps de rétention et
ce en considérant une première tranche située entre 5 et 15 cm et une deuxième tranche située
entre 15 et 30 cm. Cependant, le décalage enregistré entre les résultats (inférieur à 10% dans le
cas le plus défavorable) est dû essentiellement à l’hétérogénéité du sol étudié.
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Actes du Séminaire ”Modernisation de l’Agriculture Irriguée” 13

[18] Zammit C., Analyse et évolution des paramètres des caractéristiques hydrodynamiques des
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